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1 Opis zadania

Moim zadaniem byto rozwiazywanie réwnania macierzowego AX = B, gdzie
A € R™™ jest macierza symetryczng oraz dodatnio okreslona, za§ macierz
B e R™™  m > 1, przy pomocy metody Cholesky’ego-Banachiewicza.

2 Opis uzywanej metody

Metoda Cholesky’ego-Banachiewicza rozwiazywania réwnania macierzowego AX
B, polega na rozkladzie macierzy symetrycznej, dodatnio okreslonej A na ilo-
czyn macierzy L - LT gdzie macierz L jest macierza dolnotrojkatna.

Po roztozeniu macierzy A na iloczyn macierzy L - LT nalezy rozwigzaé¢ dwa
proste rownania macierzowe:

1. LY = B, L jest macierza dolnotréjkatna.
2. LTX = B, L7 jest macierza gornotrojkatna.

Wowczas macierz X jest szukanym rozwiazaniem réwnania, gdyz spelnia
ona rOwnanie:

AX=L(L"X)=LY =B
3 Sposéb implementacji
Zadanie zostalo zaimplementowane w programie MATIlab. Program sklada sie
z kilku funkcji, ktore wzajemnie sktadaja sie na rozwigzanie zadania.
4 Sposéb pomiaru btedu
Aby zweryfikowa¢ poprawno$¢ stosowanego przeze mnie algorytmu ustalilem
prosty sposob weryfikacji bltedu otrzymywanej macierzy X.

Miarg bledu byto odchylenie przecietne wartosci macierzy AX oraz macierzy
B, gdzie macierz X jest znalezionym rozwiazaniem réwnania AX = B.



5 Przyklady

Aby sprawdzi¢ zachowanie, poprawno$¢ i wydajnos¢ napisanej przeze mnie funk-
cji rozwigzujacej rownanie macierzowe AX = B przy uzyciu metody Cholesky’ego-
Banachiewicza, przetestowatem ja na kilku przyktadowych macierzach.

Dodatkowo wyniki byly poréwnywane z wynikami funkcji rozwiazujacej réw-
nanie AX = B przy uzyciu wbudowanej funkcji programu M AT'lab odwracaja-
cej macierz - inv(). Funkcja rozwigzywala uktad rownari szukajac wpierw ma-
cierzy A~! - odwrotnej do A, a nastepnie mnozac ja lewostronnie z macierza
B.

Przyktlad 1.

Macierz A jest jednostkowa o wymiarach 3 x 3, za§ B macierza o wymiarach
3 X 4 o wartosciach losowych.

1
A=1|0
0

O = O
= o O

0.5377  0.8622 —0.4336 2.7694
B = 1.8339 0.3188 0.3426  —1.3499
—2.2588 —1.3077  3.5784 3.0349

W tym przypadku, algorytm sprawdzit sie bardzo dobrze. Roztozyl macierz
A doktadnie na iloczyn dwoch macierzy jednostkowych, a takze ustalil precy-
zyjnie X = B.
Podobnie dobrze sprawdzita sie rowniez funkcja uzywajaca wbudowana funkcje
programu MATIab inv.



Przyklad 2.

Macierz A jest macierza symetryczna, dodatnio okreslona o wymiarach 3 x 3,
gdzie na miejscu (4, j) macierzy A stoi najwiekszy wspoélny dzielnik i oraz j. B
jest macierza jednostkowa o wymiarach 3 x 3.

1 11
A=11 2 1
1 3
1 00
B=|0 10
0 01

W tym przypadku napisana przeze mnie metoda zwrocita macierz X be-
daca bardzo blisko poprawnego wyniku. Odchylenie przecietne odpowiadajacych
wspotczynnikéw wynosito

Badana metoda | Cholesky-Banachiewicz | wbudowana funkcja inv
Przyblizony btad 10~16 0

Przyktad 3.

Przyktad numer 3 ma na celu sprawdzenie jak zaimplementowane funkcje radza
sobie z napotkanymi btedami. W tym przypadku podana macierz A nie jest
dodatnio okreslona.

1 1 1
A=11 1 1
1 1 1
1 00
B=10 10
0 0 1

Zgodnie z przewidywaniami, algorytm nie poradzil sobie z rozwiazaniem
réwnania, gdyz rozwiazanie rownania AX = B z takimi danymi jak wyzej nie
istnieje.



6 Dalsze przyktady

W tym oraz nastepnych przyktadach analizowaé¢ bede wielokrotne przyktady -
to znaczy przy pomocy funkcji gallery programu MATlab generowatem coraz
macierze A o wymiarach n x n dla zwiekszajacych sie wartosci n. W ten sposéb
mozna tatwo poréwnaé¢ doktadnosé metody wykorzystujacej wbudowana funkcje
programu MATlab oraz ta napisana przeze mnie.

Co wiecej takie podejscie pokazuje, ze zaimplementowana przeze mnie funk-
cja rzeczywiscie dziata - na przyktadach réznego typu i rozmiaréw.

Przyklad 4.

Macierz A o wymiarach n xn jest macierzg najmniejszej wspolnej wielokrotnosci
- A jest macierza symetryczna, dodatnio okreslong o wymiarach 3 x 3, gdzie na
miejscu (4, j) macierzy A stoi najwiekszy wspoélny dzielnik i oraz j. Macierz B
jest macierza o wymiarach n x 4 o wspoétczynnikach naturalnych nie wiekszych
niz 10, generowana losowo.
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Rysunek 1: Wykres odchylenia przecietnego iloczynu znalezionego rozwiazania
dla macierzy najmniejszej wspoélnej wielokrotnosci i losowej macierzy B o 4
kolumnach

Jak widaé, zaimplementowana przez nas metoda wykorzystujaca dekompo-
zycje sprawuje sie troche lepiej dla macierzy wiekszych wymiarow.



Przyklad 5.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie macierz A jest macierzg najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci i losowej macierzy B o wartosciach naturalnych nie
wiekszych od 100, tym razem macierz B ma 100 kolumn
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Rysunek 2: Wykres odchylenia przecietnego iloczynu znalezionego rozwiazania

dla macierzy najmniejszej wspolnej wielokrotnosci i losowej macierzy B o 100
kolumnach

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie wartosé btedu jest mniejsza w przy-
padku metody uzywajacej dekompozycje.



Przyklad 6.

Macierz A o wymiarach n x n jest dodatnio okreslona, symetryczna macierza
Lehmera. Macierz B jest macierza o wymiarach n x 100 o wspolczynnikach
losowych z rozktadu normalnego.
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Rysunek 3: Wykres odchylenia przecietnego iloczynu znalezionego rozwiazania
dla macierzy Lehmera i losowej macierzy B o 100 kolumnach

Ponownie, zaimplementowana przeze mnie metoda daje bardziej doktadne
rezultaty.



Przyktad 7

W tym przypadku macierz A jest macierza rzadka, o wspotczynnikach tylko na
trzech diagonalach o wymiarach n x n gdzie n jest nie wieksze niz 500, za$

macierz B jest macierza o wymiarach n x 200 o wspétczynnikach losowych z
rozktadu normalnego.
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Rysunek 4: Wykres odchylenia przecietnego iloczynu znalezionego rozwiazania
dla macierzy rzadkiej i losowej macierzy B o 200 kolumnach

Ponownie, zaimplementowana funkcja zwrocita doktadniejsze wyniki.



7 Jeszcze wiecej przyktadow

Aby sprawdzi¢ wydajnosé zaimplementowanej funkcji wykorzystujacej dekom-
pozycje, zmierzylem i porownalem czasy wykonywania poszczegdlnych wywotan
obliczania réwnania AX = B za pomoca napisanej przeze mnie funkcji oraz
funkcji wykorzystujacej odwracanie macierzy.

Przyktad 8

Macierz A jest macierzg symetryczna, dodatnio okreslong o wymiarach 3 x 3,
gdzie na miejscu (i, j) macierzy A stoi najwiekszy wspolny dzielnik ¢ oraz j. B
jest macierzg jednostkows o wymiarach 3 x 3.

1 11
A=(1 2 1
1 1 3
1 00
B=(0 10
0 01

W tym przypadku napisana przeze mnie metoda zwrécitla macierz X be-
daca bardzo blisko poprawnego wyniku. Czas dziatania poszczego6lnych funkeji
wynosit

Badana metoda Cholesky-Banachiewicz | wbudowana funkcja inv
przyblizony czas dzialania 10-° 1076

Jak sie okazuje funkcja wykorzystujaca dekompozycje macierzy metoda Cholesky’ego-
Banachiewicza jest odrobine wolniejsza.



Przykltad 9

W tym przypadku macierz A jest macierza Lehmera 100 x 100 zas macierz
B jest macierzg o wymiarach 100 x m, gdzie m jest nie wieksze niz 100, o
wspotezynnikach losowych z rozktadu normalnego.
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Rysunek 5: Wykres odchylenia przecietnego iloczynu znalezionego rozwiazania
dla macierzy rzadkiej i losowej macierzy B o 200 kolumnach

W tym przypadku funkcja wykorzystujaca macierz odwrotna poradzita sobie

lepiej niz zaimplementowana funkcja wykorzystujaca dekompozycje Cholesky’ego-
Banachiewicza, mimo ze ta réznica byta niewielka.

10



Przyktad 10

W tym przypadku macierz A jest macierza rzadka o wspolczynnikach tylko
na trzech diagonalach o wymiarach 100 x 100, za$ macierz B jest macierza o
wymiarach 100 xm, gdzie m jest nie wieksze niz 500 o wspoélczynnikach losowych
z rozktadu normalnego.
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Rysunek 6: Wykres czasu potrzebnego na rozwigzanie rownania
dla macierzy rzadkiej i losowej macierzy B

W tym przypadku ponownie funkcja wykorzystujaca macierz odwrotna pora-
dzita sobie lepiej niz zaimplementowana funkcja wykorzystujaca dekompozycje
Cholesky’ego-Banachiewicza, mimo ze ta réznica byta niewielka.
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8 Podsumowanie

Mimo, ze okazuje sie, ze zaimplementowana przeze mnie metoda, mimo wektory-
zacji, sprawuje sie troche wolniej niz funkcja wykorzystujaca macierz odwrotng
i wbudowang funkcje programu MATlab, to wydaje sie bardzo dobra funkcja
do rozwiazywania réwnan zadanego typu, szczegdélnie, ze zwracane wyniki sg
bardziej doktadne.
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