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Prova d’ipotesi
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Cos’è un’ipotesi?

• Un’ipotesi è una affermazione 
(assunzione) circa il parametro 
della popolazione:

• media della popolazione

• proporzione della popolazione

Esempio: In questa città, il costo medio della bolletta mensile per il 
cellulare è μ = $42

Esempio: In questa città, la proporzione di adulti con il cellulare è p = .68



L’ipotesi Nulla, H0

• Rappresenta l’ipotesi (numerica) che deve
essere verificata

Esempio: Il numero medio di TV nelle case americane

è uguale a tre (                  )

• Si riferisce sempre al parametro della
popolazione, non alla statistica campionaria

3μ:H0 =

3μ:H0 = 3X:H0 =



L’ipotesi Nulla, H0

• Iniziamo con l’assunzione che l’ipotesi nulla sia
vera
• Simile alla nozione di innocenza a meno che

venga dimostrata la colpevolezza

• Si riferisce allo status quo

• Contiene sempre “=” , “≤” o “”

• Può o può non essere rifiutata



L’Ipotesi Alternativa, H1

• È l’opposto dell’ipotesi nulla
• e.g., Il numero medio di TV nelle case americane non è uguale a 3  ( H1: μ ≠ 3 )

• Sfida lo status quo

• Può o può non essere sostenuta

• È generalmente l’ipotesi che il ricercatore cerca di dimostrare contro
lo status quo



Popolazione

Affermazione: l’età

media della 

popolazione è 60.

(Ipotesi nulla:

RIFIUTA

Supponiamo
l’età media

del campione
sia 20: 𝑿𝒏 = 35

Campione

Ipotesi Nulla

35 probabile se μ = 60?=È

Processo della Verifica di Ipotesi

Se non è probabile, 

Adesso selezioniamo un            
campione casuale

H0: μ = 60 )

𝒙𝒏



Distribuzione Campionaria di X

μ = 60
Se H0 è vera

Se non è probabile 
che si possa ottenere 
questo valore per la 
media campionaria...

... allora rifiutiamo
l’ipotesi nulla che

μ = 60.

Motivazione per Rifiutare H0

35

... se infatti questa è la media 
della popolazione…

X



Livello di Significatività e 
la Regione di Rifiuto

H0: μ ≥ 3   

H1: μ < 3

0

H0: μ ≤ 3  

H1: μ > 3

a

a

Representa
i valori critici

Test coda sinistra

Livello di significatività = a

0Test coda destra

Test a due code

Regione di 
rifiuto è
ombreggiata

/2

0

a/2aH0: μ = 3    

H1: μ ≠ 3



Livello di Significatività, a

• Definisce i valori della statistica campionaria che sono

improbabili se l’ipotesi nulla è vera

• Definisce la regione di rifiuto della distribuzione

campionaria

• È indicato con  a (livello di significatività)

• Valori comuni sono 0.01, 0.05, or 0.10

• Fissato a priori dal ricercatore

• Fornisce il valore critico del test



Errori nel Processo Decisionale

• Errore di Primo Tipo o prima specie

• Rifiutare un’ipotesi nulla quando quest’ultima è 
vera

• Considerato un tipo di errore molto serio

La probabilità dell’errore di prima specie è a

• a è anche detto livello di significatività del test

• a è scelto a priori dal ricercatore



Errori nel Processo di Decisione

• Errore di Secondo Tipo o seconda specie

• Non rifiutare l’ipotesi nulla quando quest’ultima è 
falsa

La probabilità dell’errore di secondo tipo è β

La quantità 1- β è detta potenza del test

Il termine potenza del test è dovuto al fatto che

1- β è la probabilità di rigettare l’ipotesi nulla quando 
questa non è vera



Risultati e Probabilità

Stato di Natura

Decisione

Non

Rifiutare

H
0

No errore
(1 - )a

Errore 
Secondo Tipo
( β )

Rifiutare

H
0

Errore Primo tipo
(    )a

Possibili Risultati Verifica di Ipotesi

H0 FalsaH0 Vera
Legenda:
Risultato
(Probabilità)

No Errore
( 1 - β )

Potenza del test
Livello di 

significatività del test
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Riassumendo:

Errore di prima specie: è l’errore che si commette rifiutando l’ipotesi nulla H0

quando H0 è vera.

Il livello di significatività è la probabilità di rifiutare 𝑯𝟎 quando 𝑯𝟎 è vera:

P( rifiuto H0 | H0) = α (α è il livello di significatività);

Errore di seconda specie: è l’errore che si commette non rifiutando l’ipotesi nulla

quando questa non è vera.

P ( 𝑛𝑜𝑛 𝑟𝑖𝑓𝑖𝑢𝑡𝑜 H0| H1) = β

La probabilità di commettere un errore di seconda specie si indica con β.

N.B: Come traduciamo in un evento l’affermazione « rifiuto H0 » e

«𝑛𝑜𝑛 𝑟𝑖𝑓𝑖𝑢𝑡𝑜 H0»? Cosa implica nella pratica « | H0»(dato H0) oppure

«| H1» (dato H1)?
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Domanda: Come traduciamo in un evento l’affermazione « rifiuto H0 » e

«𝑛𝑜𝑛 𝑟𝑖𝑓𝑖𝑢𝑡𝑜 H0»? Cosa implica nella pratica « | H0»(dato H0) oppure

«| H1» (dato H1)? Supponiamo che H0 sia 𝜃 = 𝜃0 e H1 sia 𝜃 = 𝜃1
- Errore di prima specie: rifiutare H0 quando H0 è vera P( rifiutare H0 | H0) = α (livello di

significatività)

- Errore di seconda specie: non rifiutare H0 quando H0 non è vera P ( non rifiutare H0 |H1) = β

La prova di ipotesi ha come obiettivo minimizzare entrambi gli errori. Il test che minimizza α (alfa) e β

(beta) fu formulato da Neyman e Pearson come segue: la regione di rifiuto deve avere la forma:

𝑅 ∶
𝐿(𝜃0)

𝐿(𝜃1)
< 𝑘

La costante k è scelta in modo che la probabilità che il rapporto tra la funzione di verosimiglianza

calcolata in 𝜃0 (teta zero) e la funzione di verosimiglianza calcolata in 𝜃1 (teta uno) minore sia uguale

al livelllo di significatività α (alfa): P
L θ0

L θ1
< k 𝑯𝟎) = α

Oss: Ricordiamo che la funzione di verosimiglianza è la probabilità congiunta di osservare le

osservazioni del campione fissato il parametro. Se 𝑯𝟎 vera dovrei avere L θ0 maggiore di L θ1
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Il test di Neyman-Pearson nel caso di prova di ipotesi per la media di una popolazione

normale, X ~N μ, σ2 ,

permette di dimostrare che la regione di rifiuto è una diseguaglianza sulla media

campionaria.

Esempio Regione Rifiuto: ഥXn < xc oppure , ഥXn > xc, oppure ഥXn < xL V ഥXn > xU ,

dove xc è detto valore critico e così pure xLe xU

Supponiamo che la varianza sia nota mentre la media sia incognita.

H0 −−−> μ = μ0

H1 −−−> μ = μ1

In generale si fissa un livello di significatività “α" e si cerca di capire come è fatta la

regione di rifiuto. Il tipo di diseguaglianza della regione di rifiuto dipende dal tipo di

diseguaglianza tra le due ipotesi

Come applicare la regola di decisione in pratica? Prova di ipotesi della 
media di una popolazione  normale quando la varianza è nota



PRIMO CASO: TEST UNILATERALE DESTRO
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Immaginiamo ora che μ0 < μ1, quindi di questo tipo:

La regione di rifiuto si ha quando la media campionaria è maggiore di un certo valore xc .

R: ഥXn > xc

La zona di rifiuto si trova nella parte che contiene l’ipotesi alternativa ovvero quando vado

a finire troppo a destra di μ0. Osserviamo che la regione di rifiuto deve contenere l’ipotesi

alternativa.

𝑶𝒔𝒔: xc è fissato e una volta fissato rifiuteremo l’ipotesi nulla se il valore osservato della 
media campionaria cade nella zona di rifiuto.
Il valore critico 𝐱𝒄 viene fissato in base al livello di significatività 𝜶.

la zona di rifiuto è quella rossa ed è nella direzione
dove si trova l’ipotesi alternativa
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COME CALCOLIAMO IL VALORE CRITICO?

Il valore critico xc deve essere determinato in modo che:

P (ഥXn > xc | H0) = α

Sappiamo che la media campionaria è una normale quindi possiamo standardizzarla

ma rispetto a quale media della popolazione? Dobbiamo usare

μ = μ0 (ipotesi H0) oppure μ = μ1(ipotesi H1)? La probabilità da calcolare è

condizionata alla ipotesi nulla «| H0» cioé dobbiamo assumere che l’ipotesi nulla sia

vera quindi la media di ഥXn è μ0 . Avremo dunque ഥXn~N (μ0,
σ2

n
).

Usiamo la statistica Z: 𝒁𝒏 =
ഥ𝑿𝒏−𝝁𝟎

𝝈

𝒏

~𝑁 0,1 .

Procedura: dato il livello di significatività α troviamo il valore critico della statistica Z

𝒛𝒄 che soddisfa P(𝒁𝒏 > zc) = α. Dal disegno si comprende che 𝒛𝒄= 𝒛𝟏−𝜶 quindi

troviamo il valore critico 𝒙𝒄 risolvendo
𝑥𝑐−μ0

𝜎

𝑛

= z1−α cioé 𝒙𝒄 = 𝝁𝟎 +
𝝈

𝒏
𝒛𝟏−𝜶
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Come determino la potenza del test dato 𝒙𝒄?

20

La  potenza del test  è 1- β dove β è la probabilità dell’errore di seconda specie   

P ( 𝑛𝑜𝑛 𝑟𝑖𝑓𝑖𝑢𝑡𝑜 H0| H1) = β

Nel caso di TEST UNILATERALE DESTRO  la regione di rifiuto è ഥXn > xc mentre quella di 
accettazione (non rifiuto) è ഥXn ≤ xc

P ( 𝑛𝑜𝑛 𝑟𝑖𝑓𝑖𝑢𝑡𝑜 H0| H1) = β = P (ഥXn ≤ xc | H1) =P Z ≤ 𝑧𝑞 = P(Z ≤ 𝑧𝛽)

1 − β = P (ഥXn > xc | H1) = P(Z > 𝑧𝑞)

Dove il valore critico di Z è calcolato supponendo che la media sia 𝒛𝒒 =
𝒙𝒄−𝝁𝟏

𝝈

𝒏

ATTENZIONE il pedice di 𝑧𝑞 è β perché  β è l’area lasciata alla sinistra di 𝑧𝑞
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Dati problema   n = 64 campione casuale iid 
X ~N μ, σ2 σ2 = 16
Ipotesi
H0 ∶ 𝜇0 = 20
H1 ∶ 𝜇1 = 22
𝜇1 > 𝜇0
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β = P (ഥXn ≤ xc | H1) =P Z ≤ 𝑧𝑞 = P Z ≤ 𝑧𝛽

𝑧𝑞 =
xc − 𝜇1

𝜎/ 𝑛
=
20,22 − 22

4/8
= −2.36

L’esercizio fornisce 𝑧0.0091 = −2.36 −→ β = 0.0091 −→
𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑧𝑎 𝑡𝑒𝑠𝑡 = 1 − 𝛽 = 1 − 0.0091 = 0.9909



Secondo CASO: TEST UNILATERALE SINISTRO
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Immaginiamo ora che μ0 > μ1, quindi di questo tipo:

La regione di rifiuto si ha quando la media campionaria è minore di un certo valore Xc .

R: ഥXn < xc

La zona di rifiuto si trova nella parte che contiene l’ipotesi alternativa ovvero quando vado

a finire troppo a sinistra di μ0. Osserviamo che la regione di rifiuto deve dalla parte

dell’ipotesi alternativa.

𝑂𝑠𝑠: xc è fissato e una volta fissato rifiuteremo l’ipotesi nulla se il valore osservato della 
media campionaria cade nella zona di rifiuto.
Il valore critico xc viene fissato in base al livello di significatività 𝛼.

𝐑: ഥ𝑿𝒏 < 𝒙𝒄

𝐏 (ഥ𝑿𝒏 < 𝒙𝒄 | 𝑯𝟎) = 𝐏(𝐙 < 𝒛𝒄) = 𝛂

𝒛𝒄 =
𝒙𝒄−𝝁𝟎

𝝈

𝒏

come determino lo z critico?
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Secondo CASO: TEST UNILATERALE SINISTRO potenza del 
test

28

Ricordiamo μ0 > μ1, quindi la zona di rifiuto è R: ഥXn < xc

Potenza del test

1 − β = 𝐏 (𝑹𝒊𝒇𝒊𝒖𝒕𝒐 𝑯𝟎 | 𝑯𝟏) = 𝐏 (ഥ𝑿𝒏 < 𝒙𝒄 | 𝑯𝟏) = 𝐏(𝐙 < 𝒛𝒒) = 𝐏(𝐙 <

𝒛𝟏−𝜷)

𝒛𝒒 = 𝒛𝟏−𝜷 =
𝒙𝒄 − 𝝁𝟏

𝝈

𝒏

𝟏 − 𝜷



Secondo CASO: TEST UNILATERALE SINISTRO
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𝝁𝟎 > 𝝁𝟏
𝐑: ഥ𝑿𝒏 < 𝒙𝒄

La zona di rifiuto si trova nella parte che contiene l’ipotesi alternativa ovvero quando vado a

finire troppo a sinistra di μ0

Il valore critico xc viene fissato in base al livello di significatività 𝛼 usando la statistica Z.

𝐏 (ഥ𝑿𝒏 < 𝒙𝒄 | 𝑯𝟎) = 𝐏(𝐙 < 𝒛𝒄) = 𝛂

𝒛𝒄 =
𝑿𝒄−𝝁𝟎

𝝈

𝒏

= − 𝒛𝟏−𝜶

NOTA BENE: − 𝒛𝟏−𝜶
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TERZO CASO: TEST BILATERALE 
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Ipotesi 𝑯𝟎 μ = μ0 𝑯𝟏 μ ≠ μ0

La regione di rifiuto si ha quando la media campionaria è maggiore di un certo valore xU e

minore di un certo valore xL

R:ഥXn < xL ⋁ ഥXn > xU

I valori critici xL e xu sono fissati in base al livello di 
significatività 𝛼.

P(ഥXn < xL V ഥXn > xu)= α P(𝑍n < −zc V 𝑍n > zc)= α

zc = z
1−

α
2

xL − μ0
σ
n

= −zc = − z
1−

α
2

xu − μ0
σ
n

= zc = z
1−

α
2


